& Ueber einen besonderen Fall 
der Difierentialgleichung 


2 
mat qı cos? +2 mcostt = 0 


en 


Imaugural-Dissertation 


zur 
; FRLANGUnG DER PoxrorwürnE 
4 ; - vorgelegt der 
e | hohen philosophischen Fakultät 
ER (Mathematisch-naturwissenschaftliche Sektion) 
4 { der 
E- UNIVERSITAT ZURICH 
; 2 von 
F* 
En Jakob Riethmann 
4 aus Zürich 


Begutachtet von 
Herrn Prof. Dr. H. Burkharadt. 


ER Zürich 1903 
= Druck von Meyer & Hendess 
Seefeldstrasse 111 


Veber einen besonderen Fall 
der Difierentialgleichung 


d?x 


ae + (+2 qı es? +? mecos4h) — 0 


Inaugural-Dissertation 


zur 


FrLanGunG DER PoxTorwÜRDE 
vorgelegt der 
hohen philosophischen Fakultät 


(Mathematisch-naturwissenschaftliche Sektion) 
der 


UNIVERSITÄT ZÜRICH 


von 


Jakob Riethmann 
aus Zürich 


Begutachtet von 
Herrn Prof. Dr. H. Burkhardt. 


Zürich 1903 


Druck von Meyer & Hendess 
Seefeldstrasse 111 


Seinem lieben Freund 
Herrn Alfred Walter 


gewidmet. 


S4l; 
Einleitung. 
Die Differentialgleichung 

d?x 

dt? 

wo die ®, als Funktionen der Zeit Z neben Constanten nur rein 
periodische Glieder von der Form ß cos (A£—-b) enthalten, 
ergibt als sehr spezielle Fälle zwei in der mathematischen Physik 
und in der Störungstheorie der Astronomie wohlbekannte Glei- 
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chungen. 
Für 
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ergeben sich 
(1) die Gylden-Lindstedt’sche Differentialgleichung 
d2x 
dt? 
(Differentialgleichung der Function des elliptischen Cylinders) 
(2) die Hill’sche Differentialgleichung 
+ 2 @ + 29.0082: + 2 mcosat + Beck ee) 
Allgemein betrachtet wurden solche lineare Differential- 
gleichungen mit periodischen Coeffizienten von Picard und 
Floquet. 
Callandreau ), Stieltjes®) und Lindemann?) haben auf func- 
tionentheoretischem Wege die inbezug auf die obigen Gleich- 
1) Astron. Nachrichten No. 2547. 


2) Astron. Nachrichten No. 2602 u. 2609. 
3) Math. Annalen, Bd. XXII, pag. 117. 


+ x (9? + 2 gı 00822 = 0 
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chungen von Lindstedt), Gylden?), Bruns®) und andern gefun- 
denen Resultate bestätigt. 


Eine kurze, klare Darstellung der Gleichungen (1) und (2) 
gibt Tisserand in seiner „Me&canique celeste“, Tome II. Hier 
seien nur die wichtigsten Punkte resumirt. 


Eine lineare Differentialgleichung mit periodischen Ooeffi- 
zienten besitzt stets ein particuläres Integral #(Z) von der Form 


Fi) = IM) +XP 
derart, dass 
Fit+n) = »vF( 


Es bedeuten dabei 


x, und x', constante Grössen, 
fd) eine nach geraden Potenzen von Z fortschreitende Reihe, 
p(t) eine nach ungeraden Potenzen von £ fortschreitende Reihe, 
v einen constanten von 1 verschiedenen Factor. 
Ferner bestehen dann bezüglich der Gleichungen (1) und 
(2) folgende fundamentale Relationen: 
Fa+Fom _ 2) 


l 


wo die Üoeffizienten a, bekannte Funetionen von q, Sind; 


oder, wenn ver, gesetzt wird 

er”! u et? IE 

Ze 

2 7) 

Das allgemeine Integral kann dabei auf die Form gebracht 
werden 


— 60890 + La, gı 


+ co 
(3) x. 1608 ((kh +22 + %) 
Die Verhältnisse 
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1) Mem. de l’acad. de St. Petersbourg, Tome XXI, No.4 
oder: Astron. Nachrichten No. 2462, 2465, 2482, 2503. 


2) Astron. Nachrichten No. 2383, 2452, 2469 
3) Astron. Nachrichten No. 2533, 2553. 


sind bekannte Functionen von q und q,, und die Grösse Ah ist 
durch die oben angegebene wichtige Gleichung 


Im) 
70) 


(4) cohr = 


bestimmt. 


Mit Hilfe der Lindstedt'schen Methode zur Bestimmung 
dieser Grösse A hat Tisserand das Resultat aufgestellt!) 


3 h gı° —15 g%-H 35 8 
® a — EEE EEE Re Tr E . 
7 rer memuntt 
Für 
qg — ganze Zahl 


ist die Formel (5) nicht mehr anwendbar und es hat Tisserand 
für diesen Fall die Gleichung (1) direct integrirt und gefunden?), 
dass für 

Br olnoder F2 
h imaginär, die Planetenbahn also instabil ist. Alle andern 
ganzzahligen Werte von g ergeben ein reelles ), was einer 
stabilen Bewegung entspricht. 

Eine analoge Untersuchung hat L. Picart für die Hill’sche 
Diiferentialgleichung durchgeführt). 

Spezielle Untersuchungen haben Tisserand auf eine Differen- 
tialgleichung von der Form (1) geführt, wo 

IE Aue} 
oder allgemeiner 

ZN 
zu setzen ist®). 

Die Bestimmungsgleichung für % versagt dann den Dienst, 
weil die Reihe aufhört convergent zu sein, wie man sich leicht 
durch Substitution des neuen Wertes von g? überzeugt. In diesem 
Falle muss % auf anderem Wege berechnet werden. 

Der Verfasser dieser Arbeit stellt sich nun die Aufgabe, 
eine analoge Untersuchung auch für den speziellsten Fall der 
Hill’schen Gleichung, nämlich für die Differentialgleichung 


I) Mecanique celeste, Tome III, pag. 8. 

2) Bulletin astronomique, Tome IX, pag. 102 u. f. 
3) Bulletin astronomique, Tome XV, pag. 209 u. f. 
#) Bulletin astronomique, Tome XII, pag. 239. 


2% 
(6) nn + x (9? + 2gı 60821? + 29c0s4l) = 
durchzuführen. 
Da 9 bei den in der Astronomie vorkommenden Fällen 
eine Grösse niedrigerer Ordnung als g, oder doch wenigstens 
kleiner als q, ist, können wir setzen 


ae ß gı 
wo 8 einen endlichen (kleinen) Coeffizienten bedeutet; gı Sei 
ebenfalls eine kleine Grösse. 
Substituiren wir ferner 


er lg 
so geht Me über in 
(7) De ei x (1 + agı + 2gı 60827 +2 ßgı cosAf) = 


Setzt man jetzt das Integral dieser Differentialgleichung 
als eine nach Z fortschreitende Potenzreihe an 


=—= 2 Ay 2 (Av —— 1) 


wo die Üoeffizienten A, als Functionen von a, ß und q, zu be-- 
stimmen sind, so findet man leicht 


‚oa were (ie un Pa Re 


v=o0 DEZ) 


a Zee. 


vy-lok= 


a (1 + 229) , Pre 9 
und daraus, falls man v = 2 u setzt, die allgemeine Relation 
zwischen den Ooeffizienten 


2a +2) @u+1) Any (14 gmle+2+2B)) Ar 
k=Uu 


—- 2 g9ı er en 2 (1 = 22% B) /ou-0k ==0 

Aus dieser Recursionsformel ergibt sich, dass von einer 
gewissen Stelle an die 4 unter jede beliebige Grenze gebracht 
werden können, wenn man nur mit dem Index 24-2 hin- 
reichend weit geht. 


BE RRE 


Um dies einzusehen, es zu zeigen, dass 
k=U 


2 qı 23 Gl 2 EB (1 BE 5p) Ayu2% 
a 
für grosses u endlich bleibt. 
Bezeichnet M den grössten der Coeffizienten Ag ._2x, SO 
erhält man unter Anwendung der Stirling’schen Formel 
n!= m er Yarın 


die folgenden Ungleichungen 


k=U 
22% | ; 
2 ( Br (2k)! (1 37a 234 P) khon—k 
k=1l 
RZ 
22% R 
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k=1t 
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aus welchen ersichtlich ist, dass umsomehr 


2% amt 1 ad) Auaı 


endlich bleibt. 

Obgleich die Reihe zwar mathematisch convergirt, ist sie 
für astronomische Zwecke nicht wohl brauchbar, weil man nur 
durch Mitnahme einer beträchtlichen Gliederzahl eine gewünschte 
Genauigkeit erreichen könnte. 


ER 


Es hat daher ein gewisses praktisches Interesse, eine directe 
Integration und Berechnung der Grösse h für den Fall der 
Gleichung (6) unter den Tisserand’schen Voraussetzungen vor- 
zunehmen. Neue prinzipielle Schwierigkeiten treten dabei nicht 
auf; wohl aber sind die erforderlichen Integrationen und die 
Auswertung der Gonstanten ziemlich mühsam und zeitraubend, 
so dass der Verfasser sich glücklich schätzen würde, gelegentlich 
einem rechnenden Astronomen durch die hier niedergelegten 
Resultate einen Teil der Arbeit abgenommen zu haben; anderer- 
seits können diese Resultate als Controlle dienen, falls einmal 
die Hill’sche Differentialgleichung eine analoge functionentheo- 
retische Behandlung wie die Differentialgleichung des elliptischen 
Cylinders gefunden haben wird. 


Ss 2. 
Integration der Gleichung 


2 
S—- +-x(1 +aqı + 2gı cos2t—+2Pgı cos4t) = 0 


Nehmen wir die Lösung in der Form an 
(8) x—= Nm 
wo die x, durch die unten stehenden Gleichungen (a) ... . (6) 


definirt sind, so findet man durch Substitution dieses Wertes 
in (7) das folgende System von Gleichungen 


(a) Ki ee) 
(P) a" +0 = —m (a + 2c0s2t + 2Pcos4d) 
(Y) ©" + 0m — x, (a 2008364 200084) 


(Ö) a +8, = —ım, (a + 2c0s2£ + 2 Pcos4t) 


Wir wollen uns hier mit vier Gleichungen begnügen. 

Die Gleichung (a) wird dann befriedigt durch die gerade 
Lösung ei 

(a) ROT, 


RE 


wie unmittelbar zu ersehen ist. Durch Einführung dieses Wertes 
von x, in (8) wird die zweite zu integrirende Gleichung 


B) "+ a, = —(a + 1)cost — (+ 1)cos3t — Bcos5t 


Indem man die eine der bei der Integration auftretenden 
Constanten gleich Null setzt und die andere so bestimmt, dass 
das Glied, multiplizirt mit cost, zum Wegfall kommt, erhält 
man als particuläre Lösung 


Be B a—1 
(b) ee 5 cos 3: — og °08 5 4 tsint 
Dann wird 
2 
Y) a = — Een änge cost — Bene B cos3t 

24 24 

aß +3 +3 38? + 4B 
54 cos5i 54 cos7t 

2 a?—1 

-- og c08 9: —- 5 zsın? 


le) 


tsin3t— a, tsin5t 


welche Gleichung die gerade Lösung erlaubt 


21205108 60-9 3—2 B—4aß 
KB 158 cos3t E76 cos 5t 
38?—+4ß ß2 1—a? 
- t G t+ —— tRcost 
+ es cos 7t—+ 1090 08 9t—+ 5 08 
RETTET RER. 3y ı Ba eh 
4 RC reine on 1) tsin3t 


BL 
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In ähnlicher Weise findet man, wenn folgende Abkür- 


zungen eingeführt werden, 
A = 15 $? + 23 9? 
B= 3702 —5B2+50ß 
C = 37502 + 303 92? — 200 a? — 290 B + 80 
D = 3 ß?—40 a28 + 15 ß? + 340 a 8— 150 a + 320 ß— 270 
E = 38° 472 a8 —86 a +49? +52 aß — 54 a—4ß +6 
F= 32a? -+28 9? + 18aß — 18a —+ 69 — 27 
G-P(ü+o) | 
H= —3af®8? —39%? +4aß+4APß 
I =4®8—5®B +69? —2aß--3a+6P +3 
K= —49 — 308 — 30 —2 —2aß +3a—2P+9 
L= —60?+4 8a? +-6a? + 12a — 12 —6 
ee) 
-— (+9) (1i—e) 
— (+) (1a) 
(6) a3" 0, = — tr cost 
oo ost cl 


3 
— eosisı cost — 2 12cos u cos öt 


Duo a: ER AH 
ur en 
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48 


und daraus durch Integration 


PEIS ce 196N D-50 7--190 M 
== Ss 37 352 
Ge 9216 ET. DET 
et B-IRG 
t 
276480 Ren 460 800 RT 
B3 
ee 
a ee lt 
Der 26.0) N M 
E {2 cost + —-1?cos ! EVEN RER 
192 cost — 51 cos 37 — 195 E?cos5 tt 
SO 07 I ee ONE UEHiMes 
I ZSINge nr De en t 
1158 1 sın3 1159 zsınd 


H G 
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oder, indem alle Coeffizienten als Functionen von a und ß aus 


gedrückt werden, 
75 B85-+ 144a?ß+ 14402440 92 +88 aB—108 a—948—282 
9216 
400028 —1978°+4400B—2858?—3000—170ß—420 n.5; 
138240 | 
240 a 8? + 204 P?—170 aß — 215 +15 
| cos7t 
= 138240 = 
—32 a ß2—168?+-25ß 15 B3+-23 ß2 
2 C t cos 11! 
08 9 5 on 


230.400 
jo 6a? —4aB?—9a—+6P 
ee 6081 2° cost 
299560 ' 96 


ll een RE 
m 52 2? CcoSs3T — 199 2 cos5t 
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SE. 
Bestimmung von fi(t) und h. 
Wir hatten die Lösung der Gleichung (7) in der Form 
angesetzt 
x Mm tr a + a + das +: :.:- 


Trägt man nun die mit den entsprechenden Potenzen von 
g, multiplizierten Werte von &,, x, &; x; em, so ersibr ch 
in abgekürzter Schreibweise 


—1 A' B' 
n FT go q°) = 


kWwase- cost + ( 


Be D' >) 
+(&n- a ya 


Ei: rn 
Em Be 


) cos 7t 


a a ) 15 931.232 
N 3cos11i 
4 Br Erw ülaerennee 


q1° )12 cost 


3 
EN ZREIE 36 t (= 
IE -q 


ze 
„Aa nleR) q1? ?cos8t-| P(1—a?) 


342C t 
64 | me 


a—1 @G' | 
en erg 2) tsint 


mat), !' a 
Lt 16 u ae g1° ) rsinsı 


A 4? —+ Pr tsin5t 
(-r0)EP-39 
2304 


Abk 
3840 


gı>tsin7i 


(a — 1) (a? —1) 


t3 sin ? 
48 


g>tsin9t— 


TR, 


Die Constanten A’ B’C..... haben dabei eine leicht 
ersichtliche Bedeutung. 


Formel (8) bedarf indessen noch der Interpretation, indem 
in der Lösung Terme auftreten, welche die Zeit Z ausserhalb 
der trigonometrischen Functionen enthalten. Im allgemeinen 
stellen solche Säcularglieder die Brauchbarkeit des Resultates 
in Frage, sobald es sich um grosse Zeiten handelt. Es mag 
hier nur kurz bemerkt werden, dass es Gylden und Lindstedt 
gelungen ist, Methoden aufzustellen, welche das Erscheinen von 
Säculargliedern bei den successiven Approximationen verhindern. 


Inwieweit die Lösung (8) für grosses Argument brauchbar 
wäre, soll hier nicht näher untersucht werden. Wichtig ist für uns 
nur zu wissen, ob f (£) für £2= r. noch convergirt. Da Tisserand 
in seiner Abhandlung diesen Punkt nicht näher erörtert hat, 
soll dies hier geschehen. 


Führt man, um sich von dem successiven Erscheinen der 
Säcularglieder eine genauere Vorstellung zu machen, noch wei- 
tere Integrationen aus, so findet man, dass die einzelnen Grössen 
un Re DT ERBE WE für {= r, falls man von rein trigonometri- 
schen Gliedern absieht, folgende Werte annehmen 

Kr Cr ln 
ae ne .CrH 
x = Gun? + Grt + (7° 
u. S. w. 
wo die C endliche und im allgemeinen kleine Grössen bedeuten. 

Sei M der grösste aller dieser Coeffizienten, so wird, wenn 
wir mit A (r) den nur auf die Säcularglieder sich erstreckenden 
Teil der Function /(r) bezeichnen: 


AM) < Melitta tn gt: ) 
+ Mat ia tn + N®+:::::: ) 
+ Mai + gg? - +: :-- ) 
Nun ist 
ı ee e —n 


ZI OTTER 


eine endliche Grösse. Bei den astronomischen Problemen ist 
sogar wohl immer die Bedingung erfüllt 
1 


an 
sodass Am) MIR U+ gar qm ei ) 
F 
EN 


ist und somit in der Tat eonvergirt. 


Aus dem allgemeinen Wert von /(f) ergeben sich nun 
durch Spezialisirung des Argumentes leicht die folgenden 


A Be) 9er +10 +15A+5C' , 
9) fa) = Be ae 2880 91 


BBTB3R+5B15D 45m 00 
691200 


2 i 
ER aan) 1:1" RE 


Gew el 2 


a am Te — 

ae 192 
er 9 +10 1528 

ao) yo nn n 


u ( 15 9? +23 BP? + 15B -5D’ 25.2 Ara 
691200 
p? ) 5 
Bee 
und daraus, falls im Zähler 4. Potenzen und im Nenner 2. Po- 
tenzen von g, vernachlässigt werden 


—- 


I) 
(11) 570% —608 h st == 
et Ka TNaBey Dm 
Be 192 NEE 
BE Ei g2 2 
1 ——— +: ::.: 
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Nun ist 
coshr vw cosgr 

hog 

2001 
sodass wir setzen können 

h=1-+3: 
Dann wird 
coshtnt = cs(l+-Ee)T = —cosen 

und somit 
(12) —cosen = —l —+ Zen, nen? — ! NE 


wobei die rechte Seite von (12) durch die in (11) angedeutete 
Division hervorgegangen ist. 

Unter Benutzung der Cosinusreihe und Vernachlässigung 
von & kommt 


ad—1 4a —6 B—6 a? +-9a 
re 2 nr. rt 
eu = Dial 


wenn man zugleich Z' durch seinen aus Formel (d) sich er- 
gebenden Wert ersetzt hat. 


Hieraus resultirt 


Ra IR 
(13) (a 1 + 


9 
g1° ITz 


4 a P—6 B—6 a? +9 a ie 
qı 


12 
Für 2>]1 
gibt die binomische Entwicklung 
4a 82-—- 6 B—6 a? +-9a 
48 V a&—1 


(14) a  Ver—ı 08 gi? 


sodass wir schliesslich erhalten 


u Laegehu ga 
15 h=1+2ya 4 2 
> 2 48 Va?—1 a 
Ist dagegen 
TEN 
so wird 
2. RN an Zub 
(16) ee Selen) 
48 / 1—a? 


Setzen wir in (15) 


BO 


p—0 
also den einfacheren Fall der Gylden-Lindstedt’'schen Differen- 
tialgleichung involvirt, so wird 


was ja 


2 0%—-3 0 
16V @—1 
und dieses Resultat stimmt mit dem von Tisserand gefundenen 
in der Tat überein. | 

Für 


h=14 7, Vai q? 


0) 


oe = 1und wi 


sind die Formeln (15) und (16) der auftretenden Divisoren 
wegen nicht mehr brauchbar. 


Ist 
a < 1 + —— h 
2.482 
so wird man besser A direct aus Gleichung (12) berechnen. 
Setzt man 
u ee 
so kommt 
coshur = — ee es an 
„Bu +6) 08434300400+209,, 
96 
oder, da 


— coshsu = cossn (1—h) 
ist, 


He) 2) 


1 
h=1t7 ac cos (1 qen8 


ma >30 BR AER m) 
96 
und daraus 


heit 


1 
(im > = 0) U 


ap 
96 u ) 


SEE ae 


Eine etwas bequemere Formel ergibt sich für diesen Fall 


aus (13). Substituirt man dort a® = 1, so wird 
qı \ aP®—6ß +3 a 1a 
3 12 a 


ı ı/a (4 P®--3)—6 
day) Ba 


Der Ausdruck 
ı/a (4 B?+3)— 6 
RED 


(16°) 


ist reell oder imaginär, je nachdem a und gı gleiches oder ver- 
schiedenes Zeichen haben. 


Für negatives a und positives 3 oder für positives a und 
negatives $ hat der Factor von gı immer das Zeichen von a, 
wie sofort ersichtlich ist. 

Die beiden andern Fälle 

0 end 8. >00 
RE RORNA Hi 


erfordern dagegen eine kleine Discussion. 
a (4 82 + 3)—6 ß 
behält das Zeichen von a bei, solange 


6P 
elSıer5 
A 6P 
ist. 
FAR 
482-3 


kann aber nicht gleich der Einheit werden, weil dies nur für 
einen imaginären Wert von 8 möglich ist, während wir doch 
den Coeffizienten von gı stillschweigend als reell vorausgesetzt 
hatten. 


Wir können also zusammenfassend sagen: 


Für den Fall a® = 1 erhalten wir ein reelles oder ein 
imaginäres h, je nachdem a und gı gleiches oder verschiedenes 
Zeichen besitzen. 


Ist 
Re 
so ergibt Formel (11) den Wert von coshr für den Fall der 
Differentialgleichung 


Gr% 
pp trrltag —+4gıcostcos32) = 0 
Doch hat diese Gleichung bis jetzt noch kein praktisches 
Interesse. 

Für gg = 0 
dagegen, ist Formel (11) nicht mehr anwendbar, weil unter 
dieser Annahme die Substitution 

at: 

nicht mehr statthaft ist. Dieser Fall findet aber ‘seine Erledi- 
gung, wenn wir auf Gleichung (7) zurückgehen. Es handelt 
sich dann um die Integration der Gleichung 


2 
ie —+ x (1 #29 cos4!) = 0 


Diese Gleichung hat aber genau dieselbe Form, wie die Diffe- 
rentialgleichung des elliptischen Cylinders, wenn man in jener 
g?= 1 setzt und zugleich die Zeiteinheit zweimal kleiner wählt. 


8 4. 
Betrachtung der Gleichung 
dex 2 2 2 
Be —+ x (1 — k?—2 k? cos2t— 2 Pk? cos4t) = 0 


Wir wollen uns mit dem Fall eines imaginären k noch 
etwas näher beschäftigen. Diese Grösse wird, wie wir gesehen 
haben, dann imaginär, wenn in dem Ausdruck 

li 
a und gı verschiedenes Zeichen haben, wobei 
0 el 
vorausgesetzt war. 


ET ee 


Substituiren wir also 
DE — 1]—R 
um damit anzudeuten, dass g? unter diesen Voraussetzungen 
immer kleiner als 1 ist. 
Für diese speziellen Werte nimmt dann die Gleichung (7) 
die folgende Form an 
d2X% 


(17) rz + x (1— k?—2k?cos2t—2Pk2cos4t) = 0 


und das allgemeine Integral lässt sich schreiben 


+ oo 
we) n,.cos@At+(l-+ei)t—+y) 


— 09 


Dann wird der Gleichung (17) offenbar durch die Lösung 
+0 
(18) x = coshyp et U meos(1+2At 
tee 
+ 
— isinhyp ei da n,sin(1+24)t 
—o9 
Genüge geleistet. 
Begnügen wir uns mit den Gliedern des 5-fachen Argu- 
ments von cos? und sinZ, so können wir das Integral in der 
Form ansetzen 


x = coshypet (a, C0o8StE + acos3t + cos) 
+ sinhyp et (Bı sin? + 3, sin3t + %sin5?) 
wobei die Constanten a, und £, leicht zu ermittelnde Functionen 
von n, sind. 


0, ist hier selbstverständlich nicht identisch mit dem 
früher gebrauchten a; ebenso sei noch bemerkt, dass 8 ohne 
Index der ursprüngliche Coeffizient von gı ist. 


Mit der Bestimmung der Constanten a und 3 verbindet 
Tisserand zugleich ein sehr elegantes Verfahren zur Ermittelung 
der Grösse e. 


Wir folgen hier im Wesentlichen seiner Methode. 


Durch Eintragen des Wertes von & in (17) und durch 
Reduktion der einzelnen Ooeffizienten der Producte 
coshyp et cos (1 +2)? 
sinhypstsin(1—-2A)t 


auf Null, findet man nach einiger Rechnung folgende Bedingungs- 
gleichungen 


vs 2a —-A-+-MRa —Pkta; +2EPß =) 
1+ Pro, + RB);  —R20, -+-68B3 u 

Bi — BR2a, —R? 05-4 (82 — k?— 24) 0, +1089; = 
19: — 280, +29, AR BR —0O 
/ —6&03 —(1—P)R?Bı + (8 —k?—8) B3 —Rı, =0 
—108q, —B R2Bı —k? Bd; (8 —R?—- 24,8; = 0 


Dieses System von 6 linearen Gleichungen mit den Un- 
bekannten a, as a; Pı Bs 9, erlaubt bekanntlich nur dann von 
Null verschiedene Werte der Unbekannten, wenn die System- 
determinante verschwindet. 


Man’hat also: 


2 kı—e? AP) BR a 0) 


(1--P)k?  KR2ı8—e k? 0 —66 0 
BR® Ba Ba 94 02 0 0 08 
20) 28 0 0 —-&2 (1—B)%k? BR? = 
0 68 0 (1—-P)k? R28—e2 k? 
0 0 108 BR? k? _ k2-424—82 


Vollständig entwickelt würde diese Determinante eine 
Gleichung vom 6. Grade in &2 ergeben. 


Vernachlässigen wir 4. und höhere Potenzen von & und 
beschränken wir uns in den Öoeffizienten von & auf Glieder 
von der Form 

Ak und X k? 
so findet man: 


Ooeffizient von &® = 32? . 24 (6—k) 


ei un 
und, wenn Terme in kA! zum Wegfall kommen, als absolutes Glied 
— 32 k6 (96 (3—6 +4?) +(42—144 B+ 136 P2—32 9%) k* ) 


sodass wir als Bestimmungsgleichung von e erhalten 


32°. 24. 8 (6—k?) == 32 %6 ( 96 (3—6 P +4 B°+-(k’) ) 


Daraus ergibt sich leicht 


ER (28 
\ 3—6ß+4® 96 3—6 84°) 
Se AN Fer TE 77 1 TEE ATRETTER ZI, 
48 R? 
Be > 
6 


und für e in erster Annäherung 


k3 \ 38-68 +4 
Cie 
4 3 
was mit dem in (16') gefundenen Resultat übereinstimmt, wenn 
man dort 


G —=.1 
und 
Giz= Rt 
setzt. 
Für a 
kommt der von Tisserand gefundene Wert. 
e; Tee 
r k® Ba 
5236, R? 
irre 
6 


Setzen wir zur Abkürzung 


3-64 — 2 


und 42—144 B + 136 ?—32 Pt — ci? 
so wird 
c? ( cc? —+16.c2 ) 
A BE h2 
SAR ee 
und 
AR ER 13 (1 ei FMOC 2) 
4V3 192.0? 


in welcher Form wir e im nächsten Paragraphen brauchen 
werden. 


8 5. 
Bestimmung der Coeffizienten. 


Das System (19) ergibt nicht direkt die Unbekannten, 
sondern nur deren Verhältnisse. Abgesehen von etwas müh- 


samer Rechnung würde es keine Schwierigkeiten haben, die 


Unbekannten auf gewöhnlichem Wege zu ermitteln. 

Wir können aber durch folgendes Verfahren etwas ein- 
facher zum Ziele gelangen. 

Dividiren wir mit 5, das ganze System (19) durch und 
führen wir folgende Substitutionen ein 


(di = k dı Bi = b, el, 
Os = k3 ds Ba en k? ba 
0; = k3 A; | Bs Bee b, 
so geht (19) über in 
\ DE 
(2 R?—e2) aı —ı FE kta, + BR a; og 
5 dı —(&— k?— 8) Az —- k# A; SET sn ba == 0 
Baı —+.Rk2 a3; —k? (82 —k’— 24) a; —0ekb, = 0 
2 2 
Zr aı + Fb; + BR! b, = Er 
| berıs — (&2—k?— 8) b; +- kb =—F 
108%k°a, + R’b,— ke —k?—24)b5 = —B 


wenn wir abkürzungsweise 
E=-1-+B 138 


gesetzt haben. 


ERDE 


Dieses System lässt sich bei zweckmässiger Vernachlässi- 
gung weiter reduziren auf 


C 


f 2 bau EM 2 
[2a + Era; Se (1-- DR?) 
Be + (+8) R2 ba 0) 
3} SC 
u +9 + +2) — kb = 0 
c c? 
(sy ü+DSa  +Fb HB, = 75 49) 
(A? in 8) bz =— ER 
3 1 
+ (R?+24), = — Pr 
ec 10°C 
wobei NER 192 
bedeutet. 
Daraus findet man dann 
[°: — 1 
F k? 
eh) 
% P | 3 | - 
Be PET DIN REIT: 
2 
De An 
4V 3 16 
(23)! 
cE ED EHIWEIIDR 
43 = — ib: E— k 
32/3 16E 
Pe c 
EM = — ————{ 2 E-6 B—B (16 D+ E? 
= 96V R? 1536 ys( Be ) 
Eu BES SL EL AIBEFIMDE 
110592 V 3 


—_ ——— 


+3ß(16 D+E!)+40P) 


RBB ;1. ur 


Die in d, und a, im Nenner erscheinende Grösse £®? stellt 
die Brauchbarkeit des Resultates nicht in Frage, indem dieselbe 
dureh Multiplikation resp. mit %* und %k5 aus demselben ver- 
schwindet. | 

Durch die leicht zu ersehenden Substitutionen gelangt 
man dann schliesslich zu den gesuchten Werten der Un- 
bekannten 7,. 

Setzt man das Integral der Gleichung (17) in der Form an 

+09 


7 = 008. Byprt 2: 7,sin1—+2At 


—oo9 


—isinhypet 2, 1, cos(1— 2A) t 


— oO 


so erhält man durch dasselbe Verfahren genau dieselben Werte 
für die Unbekannten a und db. 

Wir können dann durch Addition der mit den willkürlichen 
Constanten C, und C, multiplizirten particulären Lösungen die 
allgemeinste Form des Integrals erhalten. indem wir schreiben 

re = (u 

Falls man von hier aus zu dem Integral der Gleichung 
(17) mit zweitem Glied gelangen will, z. B. also zu dem Integral 
der Gleichung 

dr 


pp + ra-R—2 Rt cos 2t—2 BR cos4t) = N ©, 


wo die ®, die früher definirte Bedeutung haben, so hat man 
einfach die Constanten C, und GC, als Functionen von Zt so zu 
bestimmen, dass sie den folgenden Gleichungen genügen: 
GH ->- Ca: 
Ci 21 +0 AD, 
woraus sich ergeben 


Gr == ef »dt+a 


1 
6 == er feadere 


or, 


wenn man zur Abkürzung 
AL — It, 
mit C bezeichnet hat. 


Sn 
Schluss. 


Wollte man versuchen, die noch zu bestimmende Grösse 
h im allgemeinen Integral der Gleichung (3) durch die Lind- 
stedt'sche Kettenbruchentwicklung zu erhalten, so würde man, 
wie eine leichte Rechnung zeigt, zu folgenden Relationen ge- 
langen 


(?—- A+2Y)m + ma 4m) +Pgı (Mm + NA) = 0 
DV 2 N) ana) EN aa N-140) = 0 
woraus zu’ ersehen ist, dass eine analoge Behandlungsweise, 


wie sie Lindstedt für den Fall der Gylden-Lindstedt’schen 
Differentialgleichung angewendet hat, hier nicht möglich ist. 


Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Heinrich 
Burkhardt, der mich nach Durchsicht des Manuskriptes noch 
auf einige Punkte aufmerksam machte, spreche ich dafür an 
dieser Stelle gerne meinen besten Dank aus. 


